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Résumeé :

L'expérience de Stern et Gerlach a donné lieu anise en correspondance entre I'espace des
états a deux dimensions (qubits) et la sphére ,uqgité I'on appelle alors sphére de Bloch.
Chacune des ces entités constitue une représentatel'on doit interpréter comme relevant
soit du mode formel, soit du mode symbolique, paprendre la distinction effectuée par
Pierre Cartier. L'objet de cet article est d'étudees différents aspects, et de montrer que les
relations entre représentations peuvent fairedtatgs mémes qualifications.
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Stern and Gerlach experiment led to a mapping leetwiee space of two-dimensional states
(qubits) and the unit sphere, known as the Blodiesp Each of these entities constitutes a
representation that must be interpreted as eitvendl or symbolic, to use Pierre Cartier's

distinction. The aim of this article is to studyetle different aspects, and to show that
relations between representations can be qualifiiie same way.
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1. Représentation dans I'espace des états

Soit une particule de masseet de chargg qui tourne autour d’un axe selon un rayon
r. Le moment cinétique orbital et le moment magnétigde cette particule sont

respectivementl =mrv et ,F/:%qr\?, et le rapport gyromagnétique eyst;%z%. Dans

I'expérience de Stern et Gerlach, on mesure le mbgirétique orbital d’'atomes neutres (des
atomes d’argent), tenant compte du rapport gyrogtague. On fait sortir ces atomes d’un

appareillage a température élelés & la sortie on crée un champ magnétique inlgénes .
Les atomes d’argent étant neutres il n’y a pasodeefde Laplacey OB. Il reste un moment
magnétique intrinséquei, donc la force exercée sur chaque atome est seotelii« B.

Suivant l'angle® entre le moment magnétiqug et le champ magnétiqué, on a les
directions :# =0 : tout droit ;§ <0 : vers le bas§ >0 : vers le haut. La force et donc la
déviation sont maximales vers le haut ou vers edumndz et B sont alignés. Sin est la

déviation maximale, on gze B=pu Bcosd, et la composante dg, suivantle champ

magnétiqueé estun cosh. Le carré de I'angle solide estdfcos ), donc si la direction de
chaque atome est aléatoire, le cosinus I'est aassgui pour un grand nombre d’atomes
devrait se traduire par une répartition homogene.résultat de I'expérience est qu’'on
n'observe jamais de répartition homogene, maisotosjune des déviations maximales vers
le haut ou vers le bas, de fagon équiprobable.

Michel Bitbol décrit cette situation expérimentalemme représentative de ce qui
permet d’engendrer des « paradoxes quantiquesdargiun premier temps on fait référence
a des « corps matériels réidentifiables et portderpropriétés » (les atomes d’argent) avant
de mettre en évidence les contradictions entre deanportement initialement prévu et la
réalité? Ainsi que I'ont souligné Jean-Louis BasdevantestniDalibard, il est remarquable
gue I'on puisse expliquer les résultats expérimenjaste en développant les conséguences
de I'hypothése « minimale » selon laquelle I'espdes états du moment magnétique est un
espace de Hilbert de dimensioh: 2

(W)=al+),+4-),, 0, f0C (1)

Les carrés des coefficiemset f sont des nombres réels qui donnent chacun la ipitaéale
I'état correspondant. On définit 'opératgyrdont les kets}+>zet |—>Z sont vecteurs propres

avec les valeurs propres respectivememniet 1um:
[IZ|+>Z :’um|+>z , [IZ|_>2 :_’um|_>z (2)

|+)_ et|-)_ sont des vecteurs orthonormés constituant unedsabespace des états.

Si on est maintenant dans I’étabX et que I'on mesure la composante suivaran
trouve égalementu, ou 1y de facon équiprobable, donc on peut écrire :

! Pour un schéma du principe de ce dispositif, airpme description plus détaillée des conditions de
'expérience, v. Claude Cohen-Tannoudji, Bernardu,DFranck Lalo& Mécanique quantique, |Paris,
Hermann,1977, p. 386-389.

2 Cf. Michel Bitbol,Mécanique quantique, Une introduction philosophidRaris, Flammarion, 1996, p.188.

3 Cf. Jean-Louis Basdevant et Jean DalibMécanique quantiqueParis, Editions de I'Ecole Polytechnique,
2006, p. 178.



af* =|a* =5 =19, =1, 51,

La probabilité d’obtenir un résultat donné ne cleapgs quand on multiplie le vecteur d’état
par une phasé”. On affecte une phase au vecteur d’'état de fagene premier coefficient
soit un réel, et si, par un changement de notatiomenomme la grandeune, et|—>zle ket

| -),» on a toujours une expression de la forme :

D'aprés (3) et (4) i (+|-), :%(1+e”’):0:> e’ =-1=sy=m (5)
En reportant dans (4) <), =%|+>Z —%HZ (6)

On développe maintenaf#) sur la basq|+)..|-).} :

), =al+),+A~),. @, OC, [af +|47 =1

Ensuite, comme précédemment p(I)iH)’X, on effectue le changement de notation adéquat
permettant de garder la méme forme av&tR", et on fait le produit hermitien qe>zavec
|+), ce qui donne {+|+) =a. La probabilité d’obtenif+) comme résultat de mesure étant

%, on acr:% (puisquen est réel), et =%. De fagon analogue a (4) pout) , on peut

écrire|+>ysous la forme :

=5 G @

Si on est dans I’état+>yet que l'on veut mesurer la composante du moment

magnétique dans la directianon a une chance sur deux de troywerou |-)



=, ©

La composante db}ysuivant|+)xest donnée par le produit hermitieX|Q+:|+>y :i, donc le

V2

carré de cette composante donne la probabilitéterable résultat|+>xsi on est dans l'état
|+)y. D’aprés (4) et (7), dans la baﬁe)z,|—>z} :

S(YV2) 5 (L L), = [V2 (o =18
=[Gy 519 = (207 dones o, =2

Les produits scalaires de vecteurs dans des basiesnarmées différentes sont égaux,
donc (+|+) calculé dans la badé+) ,|-), } est égal &(+|+), calculé dans la badé+) ,[-) }.
y X X X y z z

2

LH,

5 1emz
2 2 2

iA L ik _
:1+1[e *e J:%(1+cos/])=%:>cos/]:0:>/1:ig ete’ =4

|+>yest orthogonal &) et |+) , correspondant & pour un repere direct, et pour un repére

indirect. Donc d’aprés (7), dans la bae)_|-)_| et dans un repére direct :

-1 + +i—— -1 1
=l =) @

Le produit hermitien d¢—)y par|+)ydoit étre nul, ce qui est vérifié pour :

T I TR
=555 (L) o

puisque dans ce cas(-|+), = 1(,(+/+1 (-)(1#), +i1-),)=0

2. Mise en correspondance avec la sphere de Bloch

On considere comme précédemment deux états pessiblaleur bien définie) et
|-), tous les états possibles du systéme étant denfef:

|W)=al+)+4-), aveclo|’ +|A° =1,a OR" etp O C

Dans ces conditions, on peut définiret |,6’| respectivement comme cosinus et sinus d'un
anglei :



N D[O,g}:a =cos/ ; |f =sinA

Soit un angle 0[0277]: [(sinA)e | =sin? 1 =| 4. On peut écriréw) sous la forme :

| W) = cosA|+) +(sinA)e?|-)
On pose @ = 2, donc 180[7]:|W) =cos§|+>+(sing)ei¢|—> (11)

On représente la position d'un point, {, 2 sur la
surface d’'une sphere unité par deux angles du wecte
dont l'origine est le centre de la sphére et l'éntité le
point considéré : #ngle zénithab, c’est-a-dire I'angle
que fait ce vecteur avec la directiany, et l'angle
azimutalg de la projection de ce méme vecteur sur le
planxOy.

» X=sinfcosy ; y=sindsing ; z=cosh
oud variede O &, etp de 0 a 2.

Dans les définitions précédentes relatives au uecte
d'état|W), ¢ varie de 0 a2, etd = 2 de 0 &z, donc on
https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commoR€Ut établir une CorreSpondan_(:e bi-univoque emese |
s/6/6b/Bloch_sphere.svg couples de valeur®(p) respectivement dans l'espace
des états, qui est un espace de Hill#gret dans la sphére unité, appedpbére de Bloch

- Directions+i,

D'apres (9), I'étag+) correspond asing =0et cosg =1, donc & = 0, c’est-a-dire au

pole nord ; et I'état|—> correspond écosg=0:>t9=ﬂ et (singje”’ =1= 3‘”§= letg =0,

c’est-a-dire au pole sud.
On peut déja voir qu’ici a deux éetaighogonauxdans# correspondent defirections
opposéeslans la sphére de Bloch.

- Directions+
Le point ou I'axeOx intercepte la sphére correspond?égetgpzo. Soit |ux>l’état

qui correspond &, . D’'apres (11) :

u)=cosyl ) sl =)+ o) (12)

J2' T2

La direction-u, correspond ér;’:getq) =7



|—ux):coslzT|+)+(sin%Tje‘”|—):%H—%H (13)
Le produit hermitien dé-u,) par|u,) est :<ux|—ux>:%(<+|+<—|)Q+>—|—>):O.
Donc |u,) et|-u,) sont orthogonaux. La aussi & des directions odhalgs dans I'espace
des états correspondent des directions opposésdalsphere de Bloch.

- Directions+ dy

+e),

=14
J2i o2

o o T T o
La direction d, correspond 20="etp=- . D'apres (11) {u,) =

IT
7
avece? =i, donc:

1 i

=——|+)+—]|- 14

u)= 505 a9

.3
La direction-, correspond 55’=%Tet¢ =37”, avece 2 =-i , donc :

1 [

-u,)=—=|+)——|- 15

Fu)= -5 @9

Le produit hermitien dé-u, ) par|u,) est :<uy‘—uy>=%(<+|—i<—|)(|+>—i|—>)=0

On a donc toujours la méme correspondance enthegwohalité dans I'espace des états et
opposition dans la sphére de Bloch.

- Direction quelconque

Pour une direction quelconquedans la sphere de Bloch, d’apres (11) :
|u) = cosg| +) +(singje“”| -} (16)
La direction opposée correspond p6urz — 6, et pourp ag + z, donc :
|-u)= cos%6| +)+ (sin%ajei(¢+”)| -} = co{%—%) +) +sin(7—2T—§Jei¢ei”, donc :
-u) =sin2+) —(cos@eiﬂ o)

Le produit hermitien dé-u) par|u) est:



(u|-u)= {cosg<+| + (singje“‘?’(_q {sin% +) —(Cos@eﬂ _>} _

T T T\ 4 LT T T g
= cos—smE<+|+) —(co§5je'¢<+|—) +S|n23<—|+) -sin- cos_ e ?e?(-|-)=0

Donc, pour une direction quelconque, on a bienotmsgj deux directions opposées dans la
sphére de Bloch pour deux vecteurs orthogonaux ldsspace des états.

3. Mode formel et mode symbolique
3.1. Définitions

D’'un point de vue meéthodologique, I'association steuctures mathématiques (en
I'occurrence ici géométriques) a la structure dénameénes physiques est constitutive des
théories physiquesPour déterminer la nature de la correspondance espace des états et
sphére de Bloch, puis entre cette correspondanceened les faits observables, on va voir
gu’il faut tenir compte de la distinction que fRierre Cartier entre lmode formelqui décrit
de facon réaliste les représentations spatio-teslipsr et lemode symboliqyeou la
correspondance avec le réel est seulement symbagignon réaliste- théme que j'ai abordé
dansEmergence et représentati¢ER), section 2.5.3.0n peut se poser la question de la
légitimité des représentations sur le mode symbelide qualificatif de « symbolique » est
interprété ici en un sens restrictif, conforméngere qu’en dit Umberto Eco lorsqu’il évoque
un « rapport (...) codé a partir de regles projestiveou I'on a pu établir une relation de
correspondance bi-univoque entre la représentationbolique et son objétAinsi que
I'écrivait Max Planck, « la ou il n’y a pas d’objet ne saurait étre question d’en donner une
représentation>s donc réciproquement, on peut dire qu'une rempi@sien, y compris sur le
mode symbolique, se rapporte légitimement a soet aldgis lors qu’elle détermine une relation
de correspondance avec les faits.

Il faut aussi préciser si cette correspondance + dpit toujours rester « bi-
univogue » — esmmédiate dans le sens ou elle ne nécessite qu’une sitrgriscription ou
meédiate dans le cas ou la représentation utilisée néeeasseretranscriptionafin de pouvoir
se rapporter aux faits observables (espace et ted@parément, probabilités, etc.). Cette
distinction ne recouvre pas exactement celle entrdes formel et symbolique. Nous allons
voir que pour les représentations sur le mode fhriae correspondance avec les faits
observables peut suivant les cas étre immédiatedaliate, et dans ce dernier cas la question
a pu se poser de savoir si la représentation oémrésidne reléverait pas plutét du mode
symbolique ; et dans le cas du mode symboliqueptgespondance avec les faits est toujours
médiate.

Selon l'interprétation que fait Popper de la déiom tarskienne de la vérité comme
« correspondance avec les faits » :

! Cf. Jean LargeaulEnigmes et controverseBaris, Aubier Montaigne, 1980, p. 136.

2 Cf. Pierre CartierLes étapes de la géométrisation de la physidudl.S., Séminaire de Philosophie et
Mathématiques, séance du 23 mars 1998.

3 https://www.dblogos.net/er/ER.pdf.

4 Cf. Umberto EcoSémiotique et philosophie du langad®88, Paris, Presses Universitaires de Franckl, 20
p. 202.

®> Max Planck/nitiations & la physiquel934, trad. J. du Plessis de Grenédan, Parisyfdaion, 1993, p. 215.



(...) le langage dans lequel nous parlons quand eapfiquons la correspondance doit
disposer des moyens nécessaires peureférera des énoncés et padécrire des faits. Si
jai un langage qui dispose de ces deux moyenspde qu'il puissee référeraux énoncés
et pour décrire les faits, alors je peux, dans agdge — lemétdangage — parler de
correspondance avec les faits sans aucune difiit(dbuligné par I'auteur)

Donc, si le rapport entre I'appareil conceptuellalugage théorique utilisé et la description
des faits observables nécessite une retranscrjitie-ci fait partie du métalangage.

3.2. Principe de Hankel et compatibilité sémantique

Du fait que I'espace des états décrit une réatigsigue dont au bout du compte on
peut observer les différents aspects, on serdi tm le considérer comme relevant du mode
formel, comme on l'a fait pour la relativité restte dans le cas de la représentation de
Minkowski (v. ER, p. 36-46). La question de savoir dans quellegoaié situer la notion
d’espace-temps a fait I'objet d’avis divergentsar pxemple de Broglie y voyait un espace
abstrait, ce qui en faisait une représentation sjioie, tandis qu’Olivier Costa de
Beauregard au contraire lui donnait une interpigatéaliste, ce qui en faisait une
représentation formeflte Hermann Minkowski et Moritz Schlick allaient jugg considérer
qu'il fallait substituer 'espace-temps & l'espace et au tefnpmais alors il s'agissait
d'étendre la notion d’espace physique tridimensgbn@ la notion d’espace-temps
guadridimensionnel, ou la dimension supplément&ireest homogene et orthogonale aux
trois autres, en substituant a linvariant de laorgétrie euclidienne tridimensionnelle
Ar? = A+Ay*+AZ llinvariant des transformations de Lorehtgoit : Ar?= AXC+AY*+AZ+AL?,
avecu =ict. Selon Olivier Costa de Beauregard :

(...) I'équivalence physique entre espaces et tengrs de rapport s'affirme dans la
physique théorigue tout entiere, et s’y exprime darmes de géométrie
quadridimensionnelle.

On est en fait ici dans un contexte ou peut s'gpili leprincipe de Hankeldéfini
comme un « principe de permanence des lois formeliedes formes opératoirés appliqué
initialement a I'extension de la notion d’espacagdi cas de plus de trois dimensions, ou au
passage des nombres réels aux nombres compl®&es.deux extensions sont précisément
impliquées conjointement dans le passage de lavigdarestreinte sous sa forme initiale a la
représentation de Minkowski, mais elles sont deneadifférente : dans le cas du passage des
nombres réels aux nombres complexes, on a uneorelde cas général (la nouvelle
représentation) a cas limite ('ancienne, don@agpdrtie imaginaire est nulle), et dans le cas
de la représentation de Minkowski, on a un acceomnt de signification sans accroissement
du domaine empirique, donc sans relation de caérgka cas limite (VER, section 2.3,

p. 23-29). On dépasse donc ici la simple absenceodt&radiction, que par exemple Emile

! Ct. Karl PopperLa connaissance objectiv#972, trad. Jean-Jacques Rosat, Paris, Aubif,, 19 461.

2 Cf. Georges Lochak,a géométrisation de la physiguearis, Flammarion, 1994, p. 100-102.

3 Cf. Iraj NiksereshtLa théorie de la relativité, Une approche historget philosophiqueParis, L’Harmattan,
2007, p. 88-89.

* Cf. Boris KouznetsovEssais sur la relativitérad. Anne Sokova, Moscou, Editions Mir, 19711$4-165.

® Olivier Costa de Beauregardla grandeur physique « temps i Logique et connaissance scientifique
ouvrage collectif sous la direction de Jean Pidgetis, Gallimard, Encyclopédie de la Pléiade, 196739.

® Cf. Emile MeyersonPu cheminement de la penséeme I, Paris, Librairie Félix Alcan, 1931, p83; v.
également Léon Brunschviches étapes de la philosophie mathématjdisl2, Paris, Librairie scientifique et
technique Albert Blanchard, 1993, p. 442-443.

" Cf. Emile Meyersongp. cit, p. 371-384.



Borel considérait comme suffisante dans le casalisage des nombres réels aux nombres
complexes

Pour ce qui est des nombres, Sophie Roux décpitiheipe de Hankel comme « une
nouvelle manifestation du schéma de l'identificatides anciens et les nouveaux nombres
sont d’'une certaine fagon traités comme s'ils étaigentiques, alors qu’en fait ils ne le sont
pas %. Mais cette interprétation est incompléte : I'apgtion du principe de Hankel suppose
gue l'on a été en mesure de reconnaitre dans cex cquairvi de point de départ un cas
particulier (ou un ensemble de cas particuliers)rppport a quelque chose de plus général.
Selon Gille Gaston Granger, la nouvelle théorienmtrd’exhiber des objets « irréguliers » qui
prolongent les propriétés d’objets « régulierst>gpges coupce sont les objets irréguliers qui
deviennent la référence légitime, les objets idtieent réguliers n’étant plus alors que des
cas particulierd.En reprenant la problématique carnapienne dutémgsde constitution »,
on peut dire que cette reconnaissance passe pdépassement de la « synthese cognitive
[qui] s’'opére de maniére intuitive » au profit daum reconstruction rationnelle®>Ainsi que
I'écrit Robert Blanché :

La généralisation mathématique procede (...) du sinapl complexe, en s’élevant a une
notion plus riche qui permet de construire, & seelparmi un systeme, la notion initiale
comme un cas spécial privilégié, ou l'annulation dertaines variables masque la
complexité’

Mais cela suppose que I'on a reconnu compatibilité sémantiquees concepts utilisés lors
du passage de la formulation initiale a la nouvdllans le cas de I'émergence de la notion
d’espace-temps en relativité, méme si, dans urgpeetive kantienne et relativement au sujet
connaissant, seul I'espace isolément « est uné&geptation nécessaieepriori qui sert de
fondement & toutes les intuitions extérieufesed seul le temps isolément « est la condition
formelle a priori de tous les phénomeénes en génératette compatibilité sémantique est
préservée, si bien que l'espace-temps de la riatikestreinte constitue bien une
représentation sur le mode formel.

Pour la relativité générale, Pierre Cartier padendde substantiebu I'espace est lui-
méme substance puisqu’il eshjet de courbure. Dans le cas de cette théorie, sidam des
connaissances antérieures, le principe de Handepbjue, donc relativement a cet aspect les
mémes considérations que celles relatives au nuwdef restent valables.

! Emile Borel,L’imaginaire et le réel en mathématiques et en fsjues Paris, Editions Albin Michel, 1952,
p. 15.

2 Sophie RouxMeyerson et les mathématiquesCorpus n° 58 Association pour la revue Corpus, Paris, 2010,
p. 43.

3 Cf. Gilles Gaston Grangdrangages et épistémologiearis, Klincksieck, 1979, p. 57.

* Cf. Rudolf Carnapl.a construction logique du mond&928, trad. Thierry Rivain et Elisabeth SchwaRaris,
Vrin, 2002, p. 188.

® Robert Blanché, a science physique et la réaliféaris, Presses Universitaires de France, 1948L.p.

® Cf. Emmanuel KantCritique de la raison purel781, trad. A. Tremesaygues et B. Pacaud, PRrésses
Universitaires de France, 1975, p. 56.

" Ibid., p. 57.



3.3. Incompatibilité sémantique

n

Soient|w>=2ai|vi> I'état normé d’un systéemegd les valeurs possibles pour la grandeur
i=1

physique que I'on veut mesurer, &(§i)} leurs probabilités. La regle de Born, soit

p(gi)zr]'aijzn:p(gi):l

Y[ =

=1

permet d’associer drthogonalitédes composantes d’'un vecteur d’état normé a lammeaeke
valeurs différentes d’'une grandeur physique, prédabilité d’obtenir chacune de ces valeurs
est le carré du coefficient de la composante (¢gugtifie que dans le cas général chaque
coefficient soit un nombre complexe). Mais il n'ycani équivalence intensionnelle entre les
entités finalement décrites par chacune des ramagms utilisées (comme quand on donne
la position d'un méme point dans lI'espace en caumdes cartésiennes et polaires), ni
extension conceptuelle comme lorsque s’appliquepriecipe de Hankel. Donc cette
cohérence mathématique s’accompagne d’'imempatibilité sémantiqueentre I'aspect
formel (I'orthogonalité, qui releve d’'une description ge&trique et vectorielle) et I'aspect
empiriquede la théorie (la possibilité d’obtenir un résutta un autre lors de la mesure de la
valeur d’'une grandeur physique, avec une certairebabilité). On a dépasseé ici le
dépassement post-kantien des possibilités de ctuatisation de la notion d’espace ou, ainsi
que [l'écrit Maurice Caveing a propos des géomeétnes euclidiennes, les idéalités
mathématiques ne sont plus «enchainées aux séafiéphologiques™ on est dans un
contexte ou une idéalité mathématique donnée erpliesisignifications d’unautre idéalité
mathématique. Dans le cas présent, la représentd¢i® possibilités de résultats de mesure
par un vecteur d’état dans un espace de Hilbereleége donc pas du mode formel, mais du
mode symbolique :

Distinction des résultats de mesuseorthogonalité : représentation sur le mode sympeli

Ainsi que I'écrit Michel Paty, par opposition auxébries antérieures ou la « forme
mathématique des grandeurs était directement indeiglans la constitution des relations
théoriques qui donnaient le " contenu physique:" »

L'absence de connexion évidente entre une forniaiisanathématique abstraite, qui ne
renvoyait pas a des grandeurs physiques directemeirttuitivement concevables, et les
données d'expérience sur les phénomenes quantiqueages que cette formalisation
permettait cependant de reproduire et de prévaiscig la conception dé&a théorie
quantique comme un formalisrfreathématiqueinterprété® (souligné par I'auteur)

Ce qui caractérise spécifiquement le formalismisatien mécanique quantique, c’est, ainsi
gue I'a bien montré Paul Dirac, que son axiomatitpiepermet d’établir une relation de
correspondance bi-univoque entre des entités matigues en rupture avec les

! Cf. Maurice Caveind,e probléme des objets dans la pensée mathémafguis, Vrin, 2004, p. 246-247.

2 Michel Paty, Interprétations et significations en physique qigu, Revue Internationale de Philosophie,
2000, n°212, pp.199-242, halshs-00170473, p. 7.
? |bid.
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représentations de la physique classique, et issfaysiques eux-mémésSelon Bachelard,

« notre conceptualisation est une expérieAcet»en I'occurrence ici une expérience ou I'on
ne bénéficie plus de la compatibilité sémantiqueecie formalisme de la théorie et celui qui
permet au bout du compte de décrire la réalité tamsngage de I'observateur. Mais nous
trouvons dans l'efficience empirique des représamta sur le mode symbolique utilisées en
mécanique quantique les conditiookjectivesqui permettent, par application du principe
poppérien de transposition, selon lequel « ce sV i en logique est vrai en psychologie »

de reconnaitre la valeur heuristique du formali$meupra section 3.1).

4. Sphere unité et sphere de Bloch
4.1. Passage de la sphére unité a la sphére de Bloc

La sphére unité, initialement en tant que représiemt de la position d’un point dans
R? en coordonnées sphériques, reléve évidemment de foomel, mais cela change si I'on
se situe dans le cadre de la correspondance ariteesphere unité et I'espace des états : le
contexte de cette correspondance « métamorphasasphkre unité en sphére de Bloch. Ce
cas exemplifie le célébre aphorisme de Poincaré I'ssage de mémes formulations
mathématiques avec des significations distinctes :

La mathématique est I'art de donner le méme norasactioses différentes (...). Quand le
langage a été bien choisi, on est étonné de veitautes les démonstrations, faites pour un
objet connu, s’appliquent immédiatement & beaucboigiets nouveau.

Et effectivement ici on a des mémes expressionfiénatiques (angles, coordonnées, ...)
qui, par la facon que I'on a de comprendre la gmation utilisée, donde la représenter
elle-mémevont étre mises en jeu dans des domaines différ8elon René Guitart :

Ce qui fait sens ce n’est pas la représentatioticphiére, c’est lanouvement représentatif
ce qui dépend toujours de la facon dont, par ceveroant, la représentation se joue d’elle-
méme, se donne a voir et entendre, se représesualigné par l'auteur)

Dans le cas présent, le « mouvement représenteifisiste précisément en la facon de passer
des significations afférentes a la sphére unitéllacafférentes a la sphere de Bloch, donc en
ce qui permet de penser differemment une mémegseptation géometrique.

4.2. Correspondance entre les deux représentations

D’apres (2), pour que I'opérateuysoit une observabIeH+>z,|—>z} doit constituer une
base de I'espace des états. Dans (1) les vectetisgonaux|+) et |-) représentent sur le

mode symboliqudans un espace de Hilbéftles possibilités d’actualisation de résultats de
mesure distincts. Par contre la sphére unité @lément une représentation surnede

! Cf. Paul DiracThe principles of quantum mechanitsurth edition, 1958, Oxford University Press1p.

2 Cf. Gaston Bachelardle nouvel esprit scientifiqué 934, Paris, Presses Universitaires de Frandd, 19 48.

3 Cf. Karl Popperla connaissance objectivep. cit, p. 46.

* Henri Poincarél.a valeur de la sciengéaris, Editions Ernest Flammarion, 1908, p. 31.

® René GuitartReprésentation de la représentatidonférence le 10 novembre 2007, Colloque de I'BEC
Lille, Les a-tours de la représentation
http://rene.guitart.pagesperso-orange.fr/textespresfguitartreprep08.pdf, p. 20.
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formel qui n'a de validité mathématique que si les digaions géométriques initiales sont
préservees. Lorsque lI'on associe cette sphéere an#é I'espace des états, les directions
correspondant aux vecteurs orthogonaux déré&ant opposées dafs, la correspondance
entre les deux représentations reste elle-mémedigub. Ceci exemplifie le fait que lorsque
deux représentations sont sous-tendues par delogistodistinctes, la correspondance entre
elles doit étre considérée comme relevant du mgdealique. Donc la distinction entre
mode formel et mode symbolique, initialement afféeeaux représentations, peut étre
étendue, lorsqu’elles existent, azxrespondancesntre représentations.

On peut aussi inverser I'ordre de préséance logitpsereprésentations, voir d’abord
dans les projections sur la sphere unité les @iiems possibles relatives aux états dans
l'espace réel; puis par des changements de vesiafidles angles) inverses de ceux
précédemment utilisés, trouver dans les composadi®s vecteur d’état I'expression
probabilitaire de leurs modalités (tenant comptdéadeegle de Born). Dans un ordre ou dans
l'autre, le fait d’'utiliser ces deux modélisationdmplique pas que l'on renonce a une
représentation unifié¢e du réemais revient a en exhiber deux aspects distiatteeliés
(orientations réelles selon un axe donné et prdibEassociées) :

Spheére de Bloch, Espace des états :
Correspondance sur le mode symbolique entre otientdans I'espace réel et probabilité

5. La projection stéréographique comme expressioneg propriétés du vecteur d’état

La transformation purement sémantique de la spheite¢ en sphere de Bloch doit
permettre d’exprimer la correspondance entre espasectats et sphere de Bloch. Dans ce
contexte on peut recourir a une projection stéeguggue qui part du pole s&kF (0,0,-1) de
la sphére unité, d’ou I'on trace une ligne poueliaépter un point’ = (X', y’, z") sur le plan
complexe eéquatorial d’équatiom=0, ligne que l'on prolonge ensuite jusqu’au poin
M = (X, Y, 2) sur la sphére. Puisq&M est dans le prolongement 881, la droiter(k), k 0 R,
qui va deSaM’ est de la forme :

r(k)=(00-1)+ Kx y.z+1)
On déterming en regardant l'intersection de la draitk) avec le plan équatorial, donc :

-1+ k(2+1)=0:>k=i; X =kx=—X; y=ky=—Y; 7=-142 20
1+z 1+2 1+z 1+z

Le point (x,y’) sur le plan équatorial correspond au nombre coxeple
' : C e, XY
c' = kix+iy)=xX+iy' =——= 18
(eriy)=x+iy =" (18)

Les coordonnées sur la sphere de Bloch sortsingd cose ; y = siné sing ; z= cosf.

1 Cf. Giorgio IsraelLa mathématisation du réel, Essai sur la modélksatinathématiqueParis, Editions du
Seuil, 1996, p. 330.

12



( 6 ej ’
: o : . . Nis | 2sin_cos_ |e
o = Sinfcosp +isingsing _ (sin@)(cosg +ising) _ (sin)e _ 2

= , donc :
1+cosf 1+cosfd 1+cosf

2cos —
2

c= M (tangje“” (19)

D’aprés (11) le vecteur d’état est :
(W) =a|+)+4-) = (ZJ ,avec o = cosg etf= (singje“” (20)
Le vecteur ¢, B) est de norme unité (I'astérisque désigne le gar§lcomplexe) :

aa” +B6 =1 (21)

Donc la correspondance entre le vecteur d’étaa @rdjection stéréographique peut d’apres
(11) et (19) s’écrire sous la forme :

On peut aussi recourir a une démarche inverses pamser par les coordonnées
sphériques, en prenant cette fois cont@gnitions:

c :=§ (23-a), avecaa +pBB =1 (23-b)

D’apres (18) :

M _ X _y _x+iy _x-iy 1

SM x 'y x+iy x-iy T 1+z

(24), donc [cc* =x?+y'? =

Comme la sphére est de rayon unité # y? = (1+ z)(1- z), donc, tenant compte de (23-a) :

cc'* 1 cc'* 1 z 1 1 1-c¢c” _aa -pB8
2.2 7= =ltz=— = 2 =l 7 e =
x+y? (1+2? ([+2){-2) cc” cc cc cc 1+cc”  aa’ +ppB
Donc d’'aprés (23-b) z=aa” -3 (25)
1 xX-iy

D'aprés (18) :x+iy =c'(1+2) ; d’aprés (24) = x—-iy =c"(1+2)

1+z X =iy - X =iy
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En additionnant, puis en soustrayant, et en divisan2 :
=%(c'+c'*)(1+ 2) ; y=—i—2(c'—c’*)(1+ 2)

D’aprés (23-a), (23-b) et (25) :
2[’3 'BJ(aa +B6 +aa’ ,8,8) [’B 'Bj ;Y= [’B ’Bjaa donc:

x=af +a'f (26) ; y=ilas -a'p) (27)

En reportant les valeurs deet f données par (20) dans (25), (26) et (27), on uggdes
valeurs d&, y etz en coordonnées sphériques.

Dans le cas de la représentation d'un qubit susplaere de Bloch, la projection
stéréographique fait donc correspondre au vectéitatda deux dimensionsun nombre
complexe, quotient des coefficients des composadtes/ecteur d'état. Les prédictions
physiques ne changent pas lorsqu’on affecte alewecdtétat un facteur de phase global, ce
qui est en accord avec le fait que, d’aprés (22(28da), la valeur de’ n’est définie qu’a un
méme coefficient prés pouret. On voit que la projection stéréographique, itetizent sur
le mode formel, et qui reléve du mode symboliqusdae la sphéere unité est interprétée en
tant que sphére de Bloch, permet par les proprétésnombre complexe de rendre compte
des propriétés correspondantes du vecteur d’état.

Conclusion

L’étude de la relation entre espace des étatshétrgple Bloch constitue un exemple
« canonique » mettant en jeu les représentationsplersique, au sens obvie comme
représentations du monde, ou comme représentioastidmries, tenant compte de la
distinction entre le mode formel et le mode syntdpgdi. L’étude de ce cas a également permis

de mettre en évidence le fait que cette distingtient s’appliquer aux correspondances entre
représentations.

Copyrightd 2025, Frédéric Fabre

https://www.dblogos.net/er
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